
«Uzluksiz ta’limda aniq fanlarni o‘qitishga oid zamonaviy yondashuvlar va innovatsiyalar»  

mavzusida Respublika ilmiy-amaliy konferensiya   2025-yil 30-31-may  

 

 
133 

MULTIPLIKATIV FUNKSIYALAR 
 

Bomurotov Sherbek Najmiddinovich - Guliston davlat pedagogika instituti 

o‘qituvchisi, 

Narimonov Djaxongir Janibekovich - Guliston davlat pedagogika instituti talabasi 
 

Annotatsiya: Ushbu maqolada sonlar nazariyasining muhim tushunchalaridan 

biri bo‘lgan multiplikativ funksiyalarning asosiy xossalari, ularning tasnifi va 

qo‘llanilish sohalari ko‘rib chiqilgan. Avvalo, multiplikativ funksiyaning ta’rifi va 

oddiy misollar (masalan, Eulerning φ funksiyasi, Möbius funksiyasi va Dirichlet 

belgisi) bilan tanishtiriladi. Keyinchalik, ushbu funksiyalarning asosiy algebraik va 

arifmetik xossalari, ayniqsa, Dirichlet konvolyutsiyasi bilan bog‘liq munosabatlar 

yoritiladi. Maqolada multiplikativ funksiyalarning analitik sonlar nazariyasidagi o‘rni, 

ularning zeta funksiyasi bilan aloqasi va taqsimotga oid qo‘llanmalari ham muhokama 

qilingan. Nazariy ma’lumotlar bilan bir qatorda, misollar va mashqlar orqali 

mavzuning amaliy jihatlari ham ochib beriladi. Maqola oliy o‘quv yurtlari talabalari va 

sonlar nazariyasiga qiziquvchi tadqiqotchilar uchun mo‘ljallangan. 

 

Multiplikativ  funksiyalar. Arifmetik funksiya f  multiplikativ deyiladi, agar: 

f(1)=1 va f(mn )=f(m) f(n)  har qanday o‘zaro tub natural sonlar m va n uchun bajarilsa. 

Multiplikativ funksiya   f  to‘liq multiplikativ  deyiladi, agar:   f(mn )=f(m) f(n)  

har qanday natural sonlar m va n uchun bajarilsa. 

Masalan,  f(n)=𝑛𝛼      funksiyasi har qanday haqiqiy α  uchun to‘liq multiplikativ 

funksiyadir, chunki:   f(mn)=(𝑚𝑛)𝛼=𝑚𝛼𝑛𝛼=f(m)f(n) har qanday natural m va n uchun 

bajariladi. [1] 

Multiplikativ funksiyalarning xossalari. 

1. Multiplikativ funksiyalar ko‘paytmasi ham multiplikativ funksiyadir. 

2. Agar f — multiplikativ  funksiya bo‘lsa, 

n=𝑝1
𝛼1 ∙ 𝑝2

𝛼2 ∙. . .∙ 𝑝𝑠
𝛼𝑠     ko‘rinishida ifodalanib, bu еrda  𝑝1 , 𝑝2, . . ., 𝑝𝑠 - turli tub 

sonlar, 𝛼1,α2,…,𝛼𝑠  ∈ N, u holda quyidagi tenglik bajariladi[2]: 

∑𝑓(𝑑) = ∏(1 + 𝑓(𝑝𝑖) + 𝑓(𝑝𝑖
2)+. . . +𝑓(𝑝𝑖

𝛼𝑖))

𝑠

𝑖=1𝑑|𝑛

 

3.  Agar  f-multiplikativ funksiya  bo‘lsa, unda   

h(n) = ∑𝑓(𝑑)

𝑑|𝑛

 

funksiyasi ham  multiplikativ    funksiya  bo‘ladi.[3] 

4. Multiplikativ funksiya f tub sonlarning darajalari bo‘yicha aniqlanadi: 

f(𝑝1
𝛼1 ∙ 𝑝2

𝛼2 ∙. . .∙ 𝑝𝑠
𝛼𝑠)=f(𝑝1

𝛼1)f(𝑝2
𝛼2)…f(𝑝𝑠

𝛼𝑠).  [4] 

5. Agar funksiya f multiplikativ bo‘lsa, har qanday natural m va n sonlari uchun 

quyidagiga teng bo‘ladi:    f(m) f(n)=f((m,n)) f([m,n])  [5] 

Har qanday natural son n ning bo‘luvchisi d quyidagi shaklda bo‘ladi:  



«Uzluksiz ta’limda aniq fanlarni o‘qitishga oid zamonaviy yondashuvlar va innovatsiyalar»  

mavzusida Respublika ilmiy-amaliy konferensiya   2025-yil 30-31-may  

 

 
134 

n=𝑝1
𝛼1 ∙ 𝑝2

𝛼2 ∙. . .∙ 𝑝𝑠
𝛼𝑠    bu   еrda    d=𝑝1

𝛽1 ∙ 𝑝2
𝛽2 ∙. . .∙ 𝑝𝑠

𝛽𝑠  ,     0≤ 𝛽1 ≤ 𝛼1 

 0≤ 𝛽2 ≤ 𝛼2, . . .,    0≤ 𝛽𝑠 ≤ 𝛼𝑠    Shu sababli quyidagiga ega bo‘lamiz: 

 

∑𝑓(𝑑) = ∑ 𝑓(∏𝑝𝑖
𝛽𝑖

𝑠

𝑖=1

) =                                          

0≤𝛽𝑖≤𝛼𝑖,𝑖=1,2,...,𝑠𝑑|𝑛

 

 

Bu yig‘indini ko‘paytuvchiga ajratsak: 

= ∑ 𝑓(∏𝑝𝑖
𝛽𝑖

𝑠

𝑖=1

) = ∏ ∑ 𝑓(𝑝𝑖
𝛽𝑖),   𝑦𝑎′𝑛𝑖                 

0≤𝛽𝑖≤𝛼𝑖

𝑠

𝑖=10≤𝛽𝑖≤𝛼𝑖,𝑖=1,2,...,𝑠

 

 

∑𝑓(𝑑) = ∏(1 + 𝑓(𝑝𝑖) + 𝑓(𝑝𝑖
2)+. . . +𝑓(𝑝𝑖

𝛼𝑖))

𝑠

𝑖=1𝑑|𝑛

 

Xuddi shuningdek, agar m va n o‘zaro tub bo‘lsa, u holda ularning har qanday 

bo‘luvchisi d quyidagi shaklda bo‘ladi: 

d=𝑑1𝑑2       𝑑1|m,     𝑑2|n,   (𝑑1,𝑑2)=1    Shundan    kelib    chiqib: 

h(mn) = ∑ 𝑓(𝑑) = ∑ 𝑓(𝑑1𝑑2 )

𝑑1|m,𝑑2|n𝑑|𝑚𝑛

 

Multiplikativik  xossasiga   ko‘ra: 

∑ 𝑓(𝑑1 )𝑓(𝑑2 ) = ∑ 𝑓(𝑑1) ∑ 𝑓(𝑑2),   𝑦𝑜𝑘𝑖  

𝑑2|𝑛𝑑1|𝑚𝑑1|m,𝑑2|n

 

h(mn)=h(m)h(n). Shu  sababli  h(n)=∑ 𝑓(𝑑)𝑑|𝑛  funksiyasi ham multiplikativ 

funksiya  bo‘ladi. [6] 

Misollarni еchish namunalari  [7] 

1.Quyidagi funksiyaning to‘liq multiplikativ ekanligini tekshiring: 

f(n)=
1

𝑛2
 

Yechish: 

Funksiya f(n)=
1

𝑛2
 to‘liq multiplikativdir.Chunki har qanday natura m va n sonlar 

uchun: 

f(mn)=
1

(𝑚𝑛)2
=

1

𝑚2
∙

1

𝑛2
=f(m) ∙f(n) 

Eyler teoremasi. [8] 

O‘zaro tub  bo‘lgana va m(m>1)  sonlari uchun quyidagi   munosabat  o‘rinli: 

aφ(m) ≡ 1(modm). 
Isbot. 

Aytaylik,φ(m)=cbo′lsⅈn.m   dan  kⅈchⅈk  va  m  bⅈlan   o′zaro  tub  bo′lgan  turlⅈ     
r1,r2, . ..,rc sonlari uchun  ar1,ar2, . ..,arc sonlarini qaraymiz.  U holda   

ar1=s1(modm),  ar2=s2(modm),…., arc=sc(modm) 
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Bu еrda      s1, s2, . . . , sc    lar   o‘zaro   teng bo‘lmagan   sonlar.   Haqiqatan, si=sj    

bo‘lsa   u  holda 

ari=si(modm) , arj=sj(modm)     ekanligidan 

ari − arj = (si − sj)(modm) = 0(modm)    kelⅈb  chⅈqadⅈ. 

(a,m)=1    bo‘lganligi    uchun    ri − rj = 0(modm) , ya’ni    ri = rj. 

Bu esa    rk    sonlarining   turli    ekanligiga   zid. [9] 

Shuningdek,   s1, s2, . . . , sc    sonlarining    barchasi    m  bilan   o‘zaro  tub  

ekanligini   ko‘rish   qiyin  emas.  Bundan   esa 

r1 ∙ r2 ∙. . . rc = s1 ∙ s2 ∙. . . ,∙ sc    tenglⅈk   kelⅈb  chⅈqadⅈ. 
ari=si(modm)     taqqoslamalarni   hadma-had   ko‘paytirsak, 

𝑎𝑐 ∙ r1 ∙ r2 ∙. . . rc = s1 ∙ s2 ∙. . . ,∙ sc (modm)   munosabatga   ega  bo‘lamiz.  Demak 

,  𝑎𝑐 ≡ 1(mod m). 

Agar Eyler  teoremasida  m soni o‘rniga   biror   p  tub olinsa , u holda    tenglik    

quyidagi  ko‘rinishga keladi: 

𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝). 
Ushbu  tenglikning ikkala  tomonini a ga ko‘paytirsak, 

𝑎𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝) 
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik  Fermaning  kichik   teoremasi   deyiladi. [10]  

 

Misol. 270 + 370 yig‘indining 13 ga qoldiqsiz bo‘linishini isbotlang. 

Isbot: Ferma teoremasidan bizga ma‘lumki 212 ≡ 1(mod 13) o‘rinli, taqqoslamani 

darajaga oshirib 260≡ 1(mod 13) ni hosil qilamiz. 

25 ≡ 6(mod 13) taqqoslamadan 210≡ 36(mod 13)ni hosil qilamiz. 

260≡ 1(mod 13) va 210 ≡ 36(mod 13) taqqoslamalarni hadma – had ko‘paytirib 

270≡36(mod 13) taqqoslamani hosil qilamiz. Endi 

33≡ 1(mod 13) taqqoslamani darajaga ko‘tarib 369≡ 1(mod 13) ga ega bo‘lamiz. 

Hadlarini 3 ga ko‘paytirib 370 ≡ 1(mod 13) ni hosil qilamiz. 270≡ 36(mod 13) va 370≡ 

1(mod 13)      taqqoslamalarni hadma – had qo‘shib 270 + 370≡ 36 + 3 ≡ 0(mod 13) ni 

hosil qilamiz. 

Demak 270 + 370 yig‘indi 13 ga qoldiqsiz bo‘linadi. 

Multiplikativ funksiyalar uchun quyidagi xossalar o‘rinli: 

a) Ixtiyoriy multiplikativ funksiya uchun 𝛳(1)=1; 

b) 𝛳1(a) va 𝛳2(a) multiplikativ funksiyalar bo‘lsin, u holda 𝛳0(a)=𝛳1(a)𝛳2(a) ham 

multiplikativ funksiya bo‘ladi. 

Xulosa: Ushbu maqolada multiplikativ funksiyalar tushunchasi, ularning asosiy 

xossalari va arifmetik funksiyalar orasidagi o‘rni atroflicha tahlil qilindi. Multiplikativ 

funksiyalar sonlar nazariyasining muhim bo‘limlaridan biri hisoblanadi va ular orqali 

ko‘plab arifmetik munosabatlarni ifodalash, shuningdek, turli zeta funksiyalar va Dirixle 

konvolyutsiyasi kabi tushunchalarni chuqurroq anglash mumkin bo‘ladi. Eulerning φ 

funksiyasi, Mo‘bius funksiyasi, Dirixle belgisi kabi misollar orqali multiplikativ 

funksiyalarning amaliy ahamiyati ham ko‘rsatildi. 
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Tadqiqot natijalari shuni ko‘rsatadiki, multiplikativ funksiyalar nafaqat nazariy 

ahamiyatga ega, balki ularning ayrimlari kriptografiya, algoritmlar nazariyasi va 

kodlash nazariyasida ham muhim rol o‘ynaydi. 

Takliflar: 

1. Multiplikativ funksiyalar asosida yangi arifmetik funksiyalar yaratish va 

ularning xossalarini chuqur o‘rganish taklif etiladi. 

2. Mazkur mavzuni chuqurroq anglash uchun Dirixle qatorlari, zeta funksiyasi va 

L-funksiyalarga oid mustaqil tadqiqotlar olib borilishi maqsadga muvofiq. 

3. Multiplikativ funksiyalarni algoritmik jihatdan tadqiq etish, ularning hisoblash 

murakkabligini baholash va raqamli tizimlardagi qo‘llanilishini o‘rganish tavsiya 

etiladi. 

4. Maktab va oliy ta’lim darsliklariga multiplikativ funksiyalar mavzusini yanada 

kengroq va amaliy misollar asosida kiritish zarur. 
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